Пример 2.
Особое управление

Рассматривается задача оптимального управления, для которой принцип максимума вырождается. Его решение оказывается особым. Показывается, что особое управление может быть как оптимальным, так и не оптимальным. В конкретной ситуации может существовать одно особое управление или целое множество, а, возможно, и не одного особого управления. Необходимым условием оптимальности особого управления служит условие Келли. 

2.1. Постановка задачи

Дана система, описываемая задачей Коши 
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Управление  u = u(t)  выбирается из множества
U = {u |  | u(t) | ( 1,  t((0,1) } .

Критерий оптимальности определяется по формуле
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Ставится следующая задача оптимального управления:

Задача 2. Найти управление u(U , которое доставляет минимум функционалу  I  на множестве U .

Отметим, что как уравнение состояния, так и множество допустимых управлений в данном случае чрезвычайно просты и определяются точно так же, как и в предшествующих примерах. Для исследования поставленной задачи воспользуемся описанной ранее методикой.

2.2. Принцип максимума

Для приведения задачи к стандартному виду вводятся следующие обозначения:

f(t,u,x) = u , x0 = 0 , T = 1 ,  g(t,u,x) = u x , (u1 = -1 , u2 = 1 .

В соответствии с формулой (0.3) определяем функцию 

H = Hu)  =р u  – u x . 

Тогда сопряженная система (0.8), (0.9) принимает вид
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В соответствии с принципом максимума оптимальное управление должно доставлять максимум функции Н на множестве U:
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Итак, для нахождения оптимального управления мы имеем систему (2.1) – (2.3).

2.3. Анализ условий оптимальности

Пользуясь стандартной методикой, находим производную

(H/(u =р – х .

Поскольку полученное выражение не зависит от управления, заключает, что функция Н не имеет локальных экстремумов. В виду отсутствия точек стационарности заключаем, что условный экстремум Н может достигаться лишь на границах множества допустимых управлений. 

Определяем граничные значения

H1)  =р – x ,  H1)  = x – р .

Тогда решение принципа максимума будет определяться по формуле
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т.е. оптимальное управление должно быть кусочно постоянным. Рассмотрим систему уравнений (2.1), (2.2), (2.4).

Очевидно, решение задачи (2.1) имеет вид
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Аналогично находится решение задачи (2.2)
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Тогда можно определить разность


[image: image8.wmf].

  

 

)

(

-

 

  

 

)

(

  

)

(

-

  

  

)

(

 

 

)

(

 

1

0

0

1

ò

ò

ò

t

t

=

ú

ú

û

ù

ê

ê

ë

é

t

t

+

t

t

=

-

d

u

d

u

d

u

t

x

t

р

t

t


Подставляя это значение в соотношение (2.4), получаем весьма своеобразное уравнение относительно управления:
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Очевидно, правая часть полученного выражения не зависит от времени. Таким образом, управление оказывается константой, а значит, всегда равно либо единице, либо минус единице. Однако, при   u(t) = 1 интеграл от управления положителен, а при u(t) = -1 – отрицателен. Следовательно, уравнение (2.5) не имеет решения. В результате приходим к неутешительному выводу:

Вывод 2.1. Задача (2.1), (2.2), (2.4) не имеет решения?

На основе полученных результатов, казалось бы, можно заключить, что условия оптимальности вообще не имеют решения. Неразрешимость необходимых условий оптимальности имеет весьма серьезные последствия, поскольку (как мы отмечали в предшествующем примере) множество решений принципа максимума, вообще говоря, шире множества оптимальных управлений. Можно показать (это будет сделано позднее), что задача 2 разрешима, а значит, соответствующее оптимальное управление должно удовлетворять принципу максимума (2.3). Возникает вопрос, как согласовать неразрешимость системы (2.1), (2.2), (2.4) с необходимостью выполнения условия максимума (2.3) для существующего оптимального управления? Единственная возможность преодоления возникших трудностей – признать неэквивалентность формулы (2.4) соотношению (2.3).

Вывод 2.2. Соотношения (2.3) и (2.4) не эквивалентны?

Действительно, условие стационарности для рассматриваемой задачи сводится к равенству

р(t) – х(t) =0 ,  t((0,1).
Учитывая определенные ранее значения функций х и р, записываем последнее соотношение в виде
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В рассматриваемом случае принцип максимума (2.3) имеет вид
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а значит, 
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Очевидно, для любой функции u, принадлежащей множеству допустимых управлений и удовлетворяющей равенству (2.6) как левая, так и правая части последнего соотношения обращаются в нуль. В этом случае говорят, что принцип максимума вырождается. При этом любой элемент множества 
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называется особым управлением и будет удовлетворять принципу максимума (2.3).

Вывод 2.3. В процессе работы с принципом максимума следует учитывать возможность существования особых управлений.
Возникает вопрос, насколько широк класс особых управлений U0? Очевидно, он включает в себя функцию, тождественно равную нулю; любую функцию, равную некоторому числу а из отрезка [-1,1]  при  t((0,1/2)  и равную -а при  t((1/2,1) ; функцию вида  а sin 2kt , где k – натуральное число и многое другое (см. рис. 10). 
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Рис. 10. Варианты особых управлений в задаче 2.

Вывод 2.4. Для задачи 2 существует бесконечное (и даже не счетное) множество особых управлений, которые являются решениями принципа максимума.

Итак, для рассматриваемой задачи все решения принципа максимума являются особыми управлениями. Мы знаем, что оптимальное управление должно удовлетворять принципу максимума. Возникает естественный вопрос, какое из особых управлений оказывается оптимальным?

Попытаемся найти значение минимизируемого функционала на произвольном особом управлении, т.е. на любом допустимом управлении, удовлетворяющим равенству (2.6). Подставляя значение управления, выраженное через состояние системы из уравнения (2.1) в выражение для критерия оптимальности, будем иметь 
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Учитывая известный вид решения задачи (2.1), находим значение 
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в силу условие (2.6).

Из условия (2.7) следует, что значение минимизируемого функционала не отрицательно, причем его равенство нулю возможно исключительно на тех управлениях, которые принадлежат множеству U0, т.е. являются особыми.  

Вывод 2.5. Любое особое управление в задаче 2 является оптимальным.

Вывод 2.6. Рассматриваемая задача оптимального управления имеет бесконечное и даже не счетное множество решений.

Было бы интересно узнать, что явилось причиной отсутствия единственности оптимального управления? Очевидно, задача 2 эквивалентна вариационной задаче минимизации на множестве U функционала, определяемого по формуле (2.8). Отметим, что этот функционал является выпуклым (в силу выпуклости параболы), но не строго выпуклым. В частности, для функций u и v, удовлетворяющих равенствам  u(t) = 1 , v(t) = -1  для  t<½ , u(t) = -1 , v(t) = 1 для  t>½ при ½  справедливы соотношения

I[u + (1–)v]  =   I(u) + (1–) I(v)  = 0 .
Таким образом, оказывается нарушенными условия теоремы 1.1 единственности решения задачи оптимального управления.

Вывод 2.7. Выпуклости минимизируемого функционала еще не достаточно для единственности оптимального управления.

Мы знаем, что в рассматриваемом примере любое решение принципа максимума является особым управлением, а любое особое управление оказывается оптимальным.

Вывод 2.8. Для задачи 2 принцип максимума является необходимым и достаточным условием оптимальности.

Возникает вопрос, всегда ли особое управление является оптимальным? Если бы это оказалось так, то решение оптимизационной задачи свелось бы к поиску особого управления, если, конечно, таковое существует.

2.4. Отсутствие оптимальности особого управления 

Рассмотрим задачу оптимального управления, достаточно близкую к рассмотренной выше. Пусть система вновь описывается уравнением (2.1), а множество допустимых управлений и критерий оптимальности имеют тот же вид, что и в предшествующем примере. Ставится следующая задача оптимального управления: 

Задача 2'. Найти управление u(U , которое доставляет максимум функционалу  I  на множестве U.

Для нее условие максимума (2.3) поменяется на соотношение
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Естественно, на любом элементе множества U0 условие (2.9) будет выполняться тривиальным образом, т.е. мы вновь имеем дело с бесконечным множеством особых управлений. В то же время, как уже отмечалось выше, любое особое управление доставляет минимум, а не максимум данного функционала. Таким образом, они никак не могут быть оптимальными управлениями для решаемой задачи.
Вывод 2.9. Не всякое особое управление оптимально.

Коль скоро для задачи 2' особые управления, непременно удовлетворяющие соотношению (2.9), не являются оптимальными, то принцип не гарантирует оптимальности управления. 

Вывод 2.10. В задаче 2' принцип максимума не является достаточным условием оптимальности.

Возникает вопрос, почему в задаче 2 достаточность условий оптимальности имела место, в то время как для задачи 2' достаточность не реализуется? При исследовании примера 1 мы уже установили, что принцип максимума оказывается достаточным условием оптимальности для задачи минимизации функционал, если соответствующий остаточный член ( оказывается неотрицательным, или, что эквивалентно, справедливо неравенство ((0 в задаче нахождения максимума функционала. 

Как известно, остаточный член определяется по формуле
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Здесь величина (1 связана с частью критерия оптимальности, зависящей от состояния системы в конечный момент времени, (2 определяется второй производной от функции Н по состоянию системы, а (3 включает в себя приращение, как по управлению, так и по состоянию системы. Для рассматриваемого случая функционал I не зависит явным образом от конечного состояния системы, а уравнение (2.1) и критерий оптимальности линейны по состоянию системы. Таким образом, справедливы равенства (1 = 0, (2 = 0, а остаточный член определяется исключительно величиной  (3 = [Hх(t,v,х,р) – Hх(t,u,х,р)] (x .

В данном случае функция Н определяется следующим образом  H = р u – u x . В результате находим величину  (3 = (u – v) (x . Таким образом, остаточный член равен 
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Из уравнения (2.1) следует, что приращение управления  v – u  равно производной от приращения состояния (x. Таким образом, находим приращение функционала 
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В задаче 2 функционал минимизируется. Вследствие этого неотрицательность остаточного члена гарантирует достаточность принципа максимума, а значит, оптимальность любого его решения. В задаче 2', напротив, требуется максимизировать функционал. Таким образом, отсутствие достаточности условия оптимальности, т.е. отсутствие оптимальности его решения вполне естественно.

Мы установили, что в задаче 2' ни одно особое управление не является оптимальным. Возникает вопрос, что же тогда будет решением этой задачи? Вспомним, что исследовали лишь вырожденный случай соотношения (2.9). Однако условие оптимальности может иметь и обычные решения. В данном случае вместо условия (2.5) оптимальности неособых управлений мы получаем соотношение
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Очевидно, последнее уравнение имеет два решения, которыми являются функции, тождественно равные единице и минус единице.

Вывод 2.11. Возможна ситуация, когда принцип максимума имеет одновременно особые и не особые решения.

Согласно формуле (2.8) оптимальным будет такое допустимое управление, которое доставляет максимум интегралу от квадрата управления. Естественно, таковым будет функция u, тождественно равная единице или минус единице.

Вывод 2.12. Задача 2' имеет два решения, каждое из которых является неособым решением принципа максимума.

Итак, мы вновь в случае существенной недостаточности условия оптимальности в форме принципа максимума нашли решение задачи.

Замечание 2.1. Особые управления в задаче  доставляют минимум, а не максимум функционала. Мы вновь убеждаемся, что неоптимальные решения принципа максимума, тем не менее, содержат информацию о некоторых достаточно глубоких свойствах критерия оптимальности. 

В обоих рассматриваемых случаях существовало бесконечное множество особых управлений. Возникает вопрос, обязательно ли множество особых управлений бесконечно?

2.5. Единственность особого управления 

Рассматривается следующая система 
                                  
[image: image22.wmf]0

)

0

(

  

;

  

)

1

,

0

(

  

,

 

=

Î

=

х

t

u

x

&

 .                       (2.11)

Управление вновь  u = u(t)  выбирается из множества
U = {u |  | u(t) | ( 1,  t((0,1) } .

Критерий оптимальности определяется по формуле
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Ставится следующая задача оптимального управления:

Задача 2''. Найти управление u(U , которое доставляет минимум функционалу  I  на множестве U.

Определим функцию

H = Hu)  =р u  – x2/2 . 

Тогда сопряженная система принимает вид
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Соответствующее условие максимума записывается следующим образом 

                                         
[image: image25.wmf] 

)

 

(

 

 

  

 

1

|

|

max

w

р

u

р

w

£

=

.                                  (2.13)

В силу линейности функции Н ее максимум, как будто, может находиться лишь на границе множества допустимых управлений, что приводит к соотношению
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Таким образом, создается впечатление, что оптимальное управление тождественно равно по модулю единице.

Однако рассматриваемая задача столь проста, что ее решение может быть найдено без обращения к принципу максимума непосредственно из постановки задачи. Действительно, по определению минимизируемый функционал является не отрицательным. Равенство нулю возможно исключительно в том случае, когда состояние системы тождественно равно нулю, что, в свою очередь, реализуется на единственном управлении  u = 0 . Последнее, будучи элементом множества допустимых управлений, оказывается оптимальным.

Вывод 2.13. Задача 2'' имеет единственное решение  u = 0 .

Полученный результат вступает в явное противоречие с равенством (2.14). Однако соотношение (2.14) должно характеризовать исключительно неособые решения принципа максимума при условии, что таковые существуют. Несоответствие представления (2.14) с установленным видом оптимального управления говорит о том, что принцип максимума должен определять какие-либо особые управления.

Если исключить управления, определяемые по формуле (2.13), то условие максимума (2.13) будет выполняться исключительно в том случае, когда коэффициент при управлении обращается в нуль. В результате получаем равенство  р = 0 . Как видно из задачи (2.12), равенство нулю решения сопряженной системы возможно лишь при  х = 0 . Подставляя это значение в равенство (2.11), находим управление u = 0, которое, как мы уже знаем, является оптимальным.
Вывод 2.14. Особое управление для задачи 2'' единственно.

Вывод 2.15. Особое управление для задачи 2'' оптимально.
Итак, в отличие от рассмотренных ранее задач мы столкнулись в данном случае с единственным особым управлением, которое является оптимальным.

Было бы интересно выяснить, является ли в данном случае принцип максимума достаточным условием оптимальности. Для рассматриваемой задачи в формуле для остаточного члена (2.10) отлична от нуля лишь величина (2 , включающая в себя квадрат приращения от состояния системы. Она определяется по формуле 

(2  =  H(t,v,х+(x,р) – H(t,v,х,р) – Hх(t,v,х,р) (x  = -(x2/2 .

Тогда остаточный член равен 
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В силу неотрицательности остаточного члена заключаем, что условия оптимальности являются необходимыми и достаточными. 

Вывод 2.16. Принцип максимума в задаче 2'' является необходимым и достаточным условием оптимальности.
Замечание 2.2. При рассмотрении примера 3 мы вновь получим систему (2.10), (2.11), (2.13) и напрямую убедимся, что она не имеет решения. 
Замечание 2.3. К задаче 2" мы еще вернемся, перейдя к рассмотрению примера 5. Мы убедимся, что помимо наличия особого управления с ней связана еще одна достаточно серьезная неприятность.

Наряду с задачей 2'' можно рассмотреть и следующую оптимизационную задачу:

Задача 2'''. Найти управление u(U , которое доставляет максимум функционалу  I  на множестве U.

Для нее условие (2.13) заменяется на соотношение
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Здесь имеется всё то же единственное особое управление  u = 0 , которое заведомо не оптимально, поскольку доставляет минимум, а не максимум имеющемуся функционалу. Таким образом, соотношение (2.15) должно иметь решения, не относящиеся к числу особых управлений. 

Очевидно, из условия (2.15) следует равенство
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отличающееся от (2.14) лишь знаком. Любопытно, что система условий оптимальности (2.11), (2.12), (2.16) уже встречалась при рассмотрении примера 1. Эта задача, как известно, имеет счетное множество решений: на каждое число точек разрыва приходится по два решения, различающихся лишь знаком. Повторяя те же выкладки, что и в примере 1, убеждаемся, что оптимальными будут управления, тождественно равные единице или минус единице.

Вывод 2.16. Принцип максимума в задаче 2''' не является достаточным условием оптимальности, причем единственное особое управление не оптимально.
Вывод 2.17. Задача 2''' имеет два решения.
Замечание 2.4. В задаче 2' мы имели бесконечное множество (неоптимальных) особых управлений и два неособых (оптимальных) решения принципа максимума. В данном случае мы, напротив, имеем бесконечное множества неособых решений принципа максимума и единственное особое (оптимальное) управление.

Итак, мы убеждаемся в том, что наличие в задаче особого управление является не столь уж редким явлением, число особых управлений мы быть каким угодно, а сами особые управления могут оказаться как оптимальными, так и не оптимальными. Естественно задаться вопросом, во всякой ли задаче существует особое управление? 

Обратимся к рассмотренному ранее примеру 1. В нем функция Н определяется по формуле

Hu)  =р u  – (u2 + x2)/2 .
Очевидно, с изменением управления непременно будет меняться и функция Н. Мы может обратить в нуль первое слагаемое в правой части последнего равенство, выбирая управление таким образом, что функция р оказалась равной нулю. Однако входящий в это выражение квадрат от управления устранить не удается. Таким образом, особое управление в данном случае отсутствует.

Вывод 2.18. Существование особого управления не обязательно.
Очевидно, особое управление возможно в том случае, когда функция Н имеет следующий вид:

H = f1(x,p) f2(u) + f3(x,p) .

Если теперь существует такое управление, на котором функции х и р удовлетворяют равенству  f1(x,p) = 0 , то оно оказывается особым.

Последний из вопросов, который нам предстоит решить, состоит в том, как проверить, будет ли особое управление оптимальным?

2.6. Условие Келли

Ранее мы проверяли особое управление на оптимальность, исследуя знак остаточного члена в формуле приращении функционалов. Однако, как уже отмечалось ранее, установить знак остаточного члена удается лишь в исключительно простых случаях. К тому же указанный способ относится к произвольному решению принципа максимума, в то время как особое управление явно обладает некоторыми специфическими свойствами и выделяется среди других решений принципа максимума. В этой связи есть основание надеяться, что существуют некоторые соотношения, позволяющие установить наличие или отсутствие оптимальности  исключительно особых управлений. Действительно, существует серия условий оптимальности особых управлений. Мы ограничимся распространением, по-видимому, важнейшего из них. Имеет место следующий результат:

Теорема 3. При достаточной гладкости функций, входящих в постановку задачи, оптимальное особое управление удовлетворяет условию Келли
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Замечание 2.5. Обоснование условия Келли не входит в наши планы.
Замечание 2.6. Соотношение (2.17) выписано для задачи минимизации функционала. В случае задачи на максимум в неравенстве (2.17) следует сменить знак. 

Для работы с условием Келли необходимо сначала найти особое управление, а потом определить значение комплекса, находящегося в левой части соотношения (2.17) на этом значении управления. Проверим справедливость условия Келли для рассмотренных выше задач с особым управлением. В частности, для задачи 2" справедливо равенство
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Тогда, учитывая вид сопряженной системы (2.12), находим производную
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Пользуясь уравнением (2.11), определяем
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Определив значение
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приходим к следующему заключению: 

Вывод 2.19. Для задачи 2'' условие Келли выполняется.
Отсюда следует, что соответствующее особое управление может быть оптимальным и, как мы уже знаем, действительно является таковым. В то же время в задаче 2''' речь идет о максимизации функционала, а значит, в соотношении (2.17) следует изменить знак. Тогда полученный выше результат свидетельствует о нарушении условия Келли.   

Вывод 2.20. Для задачи 2''' условие Келли не выполняется.
Это означает, соответствующее особое управление уже не может быть оптимальным. Ранее мы действительно установили, что это управление не оптимально. Тем самым, мы убеждаемся в эффективности условия Келли, которое позволило отказаться от неоптимального особого управления в задаче 2'''.

Для задачи 2' имеем 
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Учитывая уравнения (2.1), (2.2), находим
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Дифференцируя полученное равенство сначала по t, а потом по u, убеждаемся, что условие Келли для задачи 2' реализуется в форме равенства. Таким образом, все соответствующие особые управления могут быть оптимальными и, как мы знаем, действительно являются оптимальными. 

Вывод 2.21. Для задачи 2' условие Келли выполняется.
Задача 2" отличается от предшествующей лишь типом экстремума. Тогда выполнения соотношения (2.17) в форме равенства для соответствующей функции Н также свидетельствует о справедливости условия Келли. Тем самым мы заключаем, что особые управления в задаче 2" могут быть оптимальными, хотя в действительности они таковыми не являются.

Вывод 2.22. Для задачи 2" условие Келли выполняется, хотя особые управления не оптимальны.

Полученный результат не несет в себе какого-либо противоречия. Мы знаем, что любое оптимальное особое управление должно удовлетворять условию Келли. Отсюда следует, что его нарушение является признаком отсутствия оптимальности особого управления. Однако справедливость условия Келли еще не гарантирует оптимальность особого управления.

Вывод 2.23. Условие Келли является необходимым, но, вообще говоря, не достаточным условием оптимальности особого управления.

Замечание 2.7. Предположим, что мы ищем минимум некоторой функции  f = f(х) . Как известно, для того, чтобы данная функция имела экстремум в некоторой точки х необходимым, чтобы выполнялось равенство 
f '(х) = 0 . Найдя то или иной решение последнего соотношения, мы проверяем справедливость условия  f ''(х) ( 0 . Если оно выполнено, то точка х может соответствовать минимуму данной функции. Если же это условие нарушается, то она заведомо не будет точкой минимума. Собственно, таким приемом мы уже пользовались при исследовании условия максимума. Здесь имеется полная аналогия с применением условия Келли. Сначала мы находим особые решения принципа максимума, а потом проверяем, выполняется ли для них условие Келли. Если это условие имеет место, то особое управление может оказаться оптимальным, если нет, то оно заведомо не оптимально.

Замечание 2.8. Условие Келли относят к условиям оптимальности второго порядка, поскольку в его определении мы имеем вторую производную от функции Н по управлению. 

Замечание 2.9. У нас еще осталась не решенной проблема существования особого управления, а также его поиска в задачах общего вида. Один способ поиска особого управления будет изложен при рассмотрении примера 5.
2.7. Окончательные итоги

На основе проведенного анализа можно сделать следующие выводы:

1. В ряде случаев принцип максимума может вырождаться, что свидетельствует о наличие у него решений, называемых особыми управлениями.

2. Принцип максимума может иметь только особые управления, только не особые управления или как те, так и другие.

3. Число особых управлений может быть как конечным, так и бесконечным.

4. Особые управления (подобно другим решениям принципа максимума) могут быть как оптимальными, так и не оптимальными.

5. Оптимальное особое управление должно удовлетворять условию Келли.

6. Неоптимальное особое управления не обязано удовлетворять условию Келли, но может и удовлетворять ему.
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